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Colle du 30/03 - Sujet 1
Applications linéaires

Question de cours. Démontrer que I'image directe d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire est un
sous-espace vectoriel.

Mo (R) — Ry[X]

Exercice 1. Soit f: {‘c‘ Z} = (20—b+3c) X2+ (c—b) X +a+2b—c

. Déterminer le noyau et 'image de f.
Exercice 2. Soient E un espace vectoriel de dimension n € N* et f € £ (E). Montrer que Im (f) = Ker (f) <

{f2 =02k
n =2rg(f)
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Question de cours. Montrer que I'image d’une base est libre si et seulement si...
Exercice 1. Soient n > 3, E = R,[X] et pour tout P € E, ¢(P) = (X* - X +1) P(—1) + (X® - X) P(0) +
(X34 X2 +1) P(1).

1. Vérifier que ¢ € .Z (F).

2. Calculer I'image de X3 + X.

3. Déterminer le noyau et I'image de ¢. A-t-on Im (¢) & Ker (¢) = E.

Exercice 2. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E) tel que u? + 2u = 02 (E)-
1. Montrer que E = Ker (u) & Im (u).
2. Montrer que I’endomorphisme v induit par « sur Im (u) est un automorphisme.
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Applications linéaires

Question de cours. Démontrer le théoréeme du rang.
P - (1-X)P(2)+P(X)"
1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme.
2. Déterminer le noyau et 'image de . A-t-on Im (¢) @ Ker (¢) = Ra[X].

Exercice 1. Soit ¢ :

Exercice 2. Soient E un espace vectoriel et (f,g) € .Z (E)*. Montrer que
f surjective
fogeGL(E) & g injective
E = Ker (f) @ Im (g)



